
Η προσπάθεια αυτή έγινε από την Καραγιάννη - 
Μπαρδώση Γεωργία, η οποία γεννήθηκε στον Άγιο 
Αδριανό Ναυπλίου το 1949, όπου και κατοικεί τα 
τελευταία 30 χρόνια, ασκώντας το επάγγελμα τις 
αγρότισσας.

Πρόλογος



Στη μνήμη του 20χρόνου ΝΙΚΟΥ ΚΑΚΑΒΑ, που 
με το δικό του, ιδιαίτερο τρόπο, βοήθησε στην 
ολοκλήρωση αυτής της προσπάθειας.

Αφιερώνεται
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H εργασία αυτή, αναφέρεται στην εύρεση τριγωνοµετρικών αριθµών µε σχετικά µεγάλη 
ακρίβεια. Τα ηµίτονα των γωνιών 15ο, 30ο, 45ο, 60ο, 75ο υπολογίζονται εύκολα, θα 
υπολογίσουµε τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς των γωνιών αυτών, χρησιµοποιώντας 
επίκεντρες γωνίες και το Πυθαγόρειο Θεώρηµα.
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Στο          ορθογώνιο έχω ΑΕ=1   ΖΕ=0,5 και Ε=60ο 

Στο ίδιο τρίγωνο έχω

Άρα ΑΕ2=ΑΖ2+ΖΕ2 ΑΖ=0,8660254

Θεωρούµε την ακτίνα ίση µε 1 Τότε, στο          ορθογώνιο έχω

Άρα ΑΓ2=2Α∆2

ηµ.Γ= ηµ.45ο= 0,7071067

ηµ.60ο= 0,8660254

ηµ.30ο= 0,5

ηµ.15ο= 0,258819

ηµ.75ο= 0,9659258

Α∆
ΑΓ

Α∆= 0,5 0,7071067

ΑΓ=1 Α=Γ=45οΓ∆Α

ΖΑΕ

Στο          ορθογώνιο έχω ΖΗ=0,1339746, ΓΖ=0,5

Άρα ΓΗ2=ΓΖ2+ΖΗ2

Φέρω ΑΘ διχοτόµο της         . Έχω ΓΘ=ΘΗ

ΓΗ=0,517638

0,258819

ΓΖΗ

Στο          ορθογώνιο έχω

Στο ίδιο τρίγωνο έχω ΑΓ2=ΓΘ2+ΑΘ2

ΓΑΘ

ΓΑΗ

1)

2)

ΑΗ=R, AZ=0,8660254 Άρα ΖΗ=ΑΗ-ΑΖ

Τα παραπάνω θα θεωρηθούν περιττά, εφ’ όσον είναι γνωστά. Αναφέρονται, όµως,

για να επιβεβαιώσουν τον ισχυρισµό του προλόγου.

0,13397463)

ΑΘ=0,9659258

0,9659258

ηµ.Ε= ΑΖ
ΑΕ

ηµ.Γ= ΑΘ
ΑΓ

ηµ.Α= 0,5ΖΕ
ΑΕ

ηµ.Α= =0,258819ΓΘ
ΑΓ

ΓΗ
2

0,5
1

0,7071067
1

0,8660254
1

0,9659258
1

0,258819
1
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Τριχοτοµώ την ορθή         , ορίζοντας σηµεία ∆ και Ε.

Ορίζω                        Άρα                             Φέρω ΖΕ

Η           εγγεγραµ. του κύκλου A(R) βαίνει σε τόξο επίκεντρης

Άρα

90ο

ΒΑΓ

ΖΑΓ

ΕΖΓ

ΑΖΓ ΖΓΑ

1
3

30οΕΑΓ

45ο

15οΕΖΓ ΑΖΓ

Η τριχοτόµηση της ορθής γωνίας, έµµεσα τριχοτοµεί την οξεία γωνία των 45ο.

Οποιαδήποτε αναφορά σε τριχοτόµηση γωνίας, δεν αφορά τη λύση ενός εκ των τριών “άλυτων 

προβληµάτων”, γιατί χρησιµοποιείται η Τριγωνοµετρία, η οποία δεν υπήρχε την π.Χ. περίοδο.

Η  ΖΕ παίζει καθοριστικό ρόλο, στην παραπέρα προσπάθεια. Με βάση τα παραπάνω και 

χρησιµοποιώντας “ακριβή” ηµίτονα (τα του προλόγου), θα προσπαθήσω να τριχοτοµήσω τις γωνίες 

60ο, 30ο, 15ο, µε σκοπό την εύρεση ακριβέστερων ηµιτόνων, για περισσότερες γωνίες.
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Για να συµβαίνει αυτό, πρέπει η Εφόσον εξ ορισµού έχω

1
3

20οΘΑΓ ∆ΑΓ

110οΘΑΖ 90οΓΑΖ

1
3

10οΕΑΘ ΕΑΓ

Στο σχήµα της σελ. 3 φέρω ΒΓ, η οποία τέµνει την ΕΖ στο σηµείο Η. Φέρω ΑΗ, η οποία τέµνει τον 

κύκλο A(R) στο σηµείο Θ. Θεωρώ ότι:

και
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Στο σχήµα της σελ 4 έχω            και

Στο           έχω Β=45ο, Ζ=30ο  (ακριβή ηµίτονα)        

Άρα H=105ο  και ΒΖ=2R

Εποµένως 

Εποµένως   AH2=AZ2+ZH2-2ΑΖ . ΖΗ . συν.Ζ

Στο             έχω ΑΖ=R, ΗΖ=1,4641014R

Στο             έχω

ΒΗΖ

ΒΗΖ

HAZ

HAΖ

ΗΑΖ

HZ

ΗΖ=1,4641014R

ηµ.B
ΒΖ

ηµ.Η

ZH
ηµ.ΗAZ

1,4641014
ηµ.ΗAZ

ηµ.ΗAZ=0,9390709

ΗAZ=110ο   ηµ.110ο=ηµ.70οΓια να έχει τριχοτοµηθεί η γωνία                  , πρέπει η

0,7795478
0,5

AH
ηµ.AZH

∆ΑΓ=60ο

0,7071067
ΗΖ

0,9659258
2R

και Ζ=30ο 

ΑΗ=0,7795478R

Θεωρώ ότι    ηµ.70ο=0,9390709    (όχι 0,9397 του πίνακα) διότι η ΗΖ, όπως θ’αποδειχθεί 

παρακάτω επαληθεύει τα ακριβή ηµίτονα των 15ο και 75ο
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Έχω          ορθογώνιο όπου Ζ=15ο (εγγεγραµένη), Γ=90ο 

και Η=75ο. Επίσης ΖΓ=1,4142135R, ΗΖ=1,4641014R (σελ. 5)

Εποµένως ΗΖ2=ΖΓ2+ΗΓ2

Επαλήθευση

Στο ίδιο τρίγωνο έχω

Μετά την επαλήθευση συµπεραίνω ότι:

Σηµ: Αν δεχτούµε το ηµ.70ο=0,9397 του Τριγωνοµετρικού Πίνακα, 

στην επαλήθευση το ηµ.15ο=0,2586

ΗΓ=0,3789365R

ΓΗΖ

ηµ.Ζ= ΗΓ
ΖΗ

ηµ.Ζ=0,2588184=ηµ.15ο

ηµ.Η=

ΘΑΓ=20ο ∆ΑΓ   και   ΕΑΘ=10ο= ΕΑΓ

0,9659259=ηµ.75οΓΖ
ΖΗ

1
3

1
3

0,3789365
1,4641014

1,4142135
1,4641014
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30Ο

45Ο

Γιαυτό ΘΕΩΡΩ ΣΩΣΤΟ ηµ.70ο=0,9390709
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Η τριχοτόµηση της γωνίας των 90ο και κατ’ επέκταση των 45ο, µας δίνει ακριβή ηµίτονα ανά 15ο.

Η τριχοτόµηση τως γωνίας των 60ο και κατ’ επέκταση των 30ο και 15ο, µας δίνει την δυνατότητα να 

χωρίσουµε το κύκλο Α(R) ανά 5ο.

Μπορούµε έτσι να βρούµε τα ηµίτονα των γωνιών ανά 5ο, βασιζόµενοι στα µεγέθη των 

ευθυγράµµων τµηµάτων, που προκύπτουν, από το σχήµα (σελ.6)

Τα µεγέθη αυτά είναι:

Τα µεγέθη αυτά δεν µπορούν να αµφισβητηθούν, διότι επαληθεύουν τα ηµίτονα των 15ο και 75ο.

Ακολουθεί Γεωµετρική παράσταση, των ηµιτόνων ανά 5ο (σε ζεύγη) µε βάση το σχήµα της σελίδας 6.

∆εν αναφέρονται παρακάτω τα γνωστά ηµίτονα της σελ. 1

1) ΑΗ=0,7795478R

3) ΗΓ=0,3789365R

5) ZH=1.4641014

1) ηµ.20ο, 70ο

3) ηµ.25ο, 65ο

5) ηµ.35ο, 55ο

2) ηµ.10ο, 80ο - 5ο, 85ο

4) ηµ.40ο, 50ο

2) ΗΘ=0,2204522R

4) BH=1,035277R
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Από σηµείο Γ φέρω κάθετη στην ΑΘ δίνει σηµείο Ι.

∆ηµιουργείται έτσι το         ορθογώνιο, όπου ΑΓ=R

A=20o   I=90o άρα  Γ=70ο εποµένως ΑΙ=ηµ.70ο

ΑΙ= 0,9390709R (σελ.6). Εποµένως ΑΓ2=ΑΙ2+ΙΓ2 ΙΓ=0,3437235R

ηµ.ΙΑΓ=

ηµ.70ο= 0,9390709

ηµ.20ο,70ο

ΙΓ
ΑΓ

ΓIΑ

Στο          ορθογώνιο έχω ηµ.20ο=0,3437235ΓΙΑ 0,3437235
1
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Από σελ.8 έχω ΑΙ=0,9390709R   Άρα ΙΘ=ΑΘ-ΑΙ

και ΙΓ=0,3437235R (ηµ.20ο). Στο  ΓΙΘ ορθογώνιο έχω ΓΘ2=ΓΙ2+ΙΘ2

0,1745408

ηµ.10ο , 80ο

5ο , 85ο

Στο          ορθογώνιο έχωΘΑΛ

ΓΘ=0,3490817R ΘΛ=ΓΛ 0,1745408R

0,0609291R

ηµ.ΘΑΛ=

ηµ.ΘΑΛ= 0,1745408= ηµ.10ο

ΘΛ
ΑΘ

ΘΑΓ= 20ο  (σελ. 6)

Ορίζω ΘΑΜ=ΜΑΓ ΘΑΛ      10ο1
2

0,1745408
1

ΓΘ
2
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Στο ίδιο ορθογώνιο έχω ΑΘ2=ΑΛ2+ΘΛ2

Στο σχήµα της σελ. 9 έχω ΛΜ=ΑΜ-ΑΛ

Στο           ορθογώνιο έχω ΘΛ=0,1745408R σελ. 9

Άρα ΘΜ2=ΘΛ2+ΛΜ2         ΘΜ=0,1752141R

ΛΜ=0,0153501R

ΑΛ=0,9846499R

ΘΛΜ

Στο           έχω ΘΑΜ=10ο Άρα ΜΘΑ=ΘΜΑ=85ο

Επειδή ΛΘΑ=80ο έχω ΛΘΜ=5ο

ΜΑΘ

0,0153501
0,1752141

0,9846499=ηµ.80οηµ.ΛΘΑ= ΑΛ
ΑΘ

0,9846499
1

ηµ.ΛΘΜ= 0,0876076

0,1745408
0,1752141 0,9961572=ηµ.85ο

ΑΜ        ΘΓ εξορισµού (σελ. 9)

ΛΜ
ΘΜ

ηµ.ΛΘΜ= 0,0876076=ηµ.5οΛΜ
ΘΜ

ηµ.ΘΜΛ= ΘΛ
ΘΜ
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Φέρω ΑΙ (διχοτόµο της ΒΑΓ ορθής)

∆ηµιουργείται το ΑΚΗ ορθογώνιο όπου Κ=90ο, Α1=25ο

Άρα Η1=65ο και ΑΗ=0,7795478R, ΑΚ=0,7071067R

Εποµένως ΑΗ2=ΑΚ2+ΚΗ2

Άρα

και

ηµ.25ο= 0,4209735

ηµ.65ο= 0,9070729

ΚΗ= 0,328169

0,4209735ηµ.Α1=
ΚΗ
ΑΗ

0,9070729ηµ.Η1=
ΑΚ
ΑΗ

B E

∆
Ι

Κ

Γ

Θ

Η

Ζ

Α

45Ο

25Ο

65Ο 1

1 20Ο

ηµ.25ο , 65ο
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ηµ.50ο= 0,7672088

ηµ.40ο= 0,6413974

Στο ΗΑΙ  ορθογώνιο έχω  Α=50ο, Ι=90ο εξ’ορισµού

Άρα Η=40ο, ΑΙ=0,5    ΙΗ=ΖΗ-ΖΙ 1,4641014R-0,8660254

IH=0,598076R και ΑΗ= 0,7795478R

0,7672088

0,6413974

Άρα ηµ.Α=

και ηµ.Η=

ΙΗ
ΑΗ

ΑΙ
ΑΗ

0,598076
0,7795478

0,5
0,7795478

Β
Ε

Γ

Ζ

Α

Θ

Η

Ι50Ο

40Ο

ηµ.40ο , 50ο
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Φέρω τη διχοτόµο της γωνίας ΒΑΘ, τέµνει την ΒΘ στο σηµείο Λ.

Εποµένως ΑΘ2=ΛΘ2+ΑΛ2

ηµ.35ο, 55ο

Άρα ηµ.ΛΑΘ= ηµ.35ο=0,5728335

ηµ.55ο=0,8196717

0,5728335

ΑΛ=0,8196717R

Φέρω ΒΘ. ∆ηµιουργείται το ΒΑΘ, όπου ΑΒ=ΑΘ=R

∆ηµιουργείται το ΑΛΘ ορθογώνιο, όπου ΑΘ=R και ΛΘ=

ΒΘ=1,145667R

0,5728335R

A=70o,  Β=Θ=55ο. Εποµένως ΒΘ2=ΑΒ2+ΑΘ2-2ΑΒ•ΑΘ•συν.Α

ΛΘ
ΑΘ

ΒΘ
2

ηµ.ΛΘΑ= 0,8196717ΑΛ
ΑΘ

Β
Λ

Ι

Ε

Γ

Ζ

Α

Θ

Η

70Ο

35Ο

55Ο
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Στο σχήµα της σελ. 4 ορίζω ΕΑΚ=ΚΑΓ=15ο Άρα ΘΑΚ=5ο (Εφ’ όσον ΕΑΘ=10ο)

ΑΙ=ηµ.75ο

ορίζω ΙΛ=ΛΚ=

Φέρω ΑΜ η οποία τέµνει το κύκλο Α(R) στο σηµείο Ν.

∆ηµιουργείται επίσης το ΜΑΙ ορθογώνιο, όπου ΑΙ=0,9659258R

και ΙΜ=0,0170371R, άρα ΑΜ2=ΑΙ2+ΙΜ2

ηµ.ΜΑΙ=

ΘΑΝ=4ο Χωριζοντας την ΘΑΝ σε 4 ίσα µέρη έχω την ΘΑΚ χωρισµένη ανά 1ο.

Με κέντρο Ν και ακτίνα ΘΚ ορίζω σηµείο Ο. Έτσι προχωρώντας ανά µια µοίρα, 

όπως οι δείκτες του ρολογιού και κρατώντας σταθερή ακτίνα=ΘΚ, χωρίζω τον κύκλο Α(R) ανά 1ο

ΥΓ Μπορεί να θεωρηθεί το σηµείο Ν, ως σηµείο µηδέν του κύκλου Α(R);

0,9659258R Άρα ΙΚ=ΑΚ-ΑΙ

ΙΛ=0,0170371R Ορίζω ΙΜ=ΙΛ

0,0340742R

ΑΜ=0,9660759R

ΙΚ
2

0,0176353 θεωρώ ότι ΜΑΙ=1ο, εποµένωςΙΜ
ΑΜ

Β

∆

Ε

Γ

Ζ

Α

Θ
Ο

Μ Κ
Ι

Η
Λ

Ν
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5o

10o

15o

20o

25o

30o

35o

40o

45o

50o

55o

60o

65o

70o

75o

80o

85o

0,0876076

0,1745408

0,258819

0,3437235

0,4209735

0,5

0,5728335

0,6413974

0,7071067

0,7672088

0,8196717

0,8660254

0,9070729

0,9390709

0,9659258

0,9846499

0,9961572

ΓΩΝΙΑ ΗΜΙΤΟΝΟ

Ακριβή ηµίτονα ανά 5ο
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Χωρίς σχόλιο ο ρόλος της ΕΖ ως προς τις βάσεις των γωνιών:
35ο, 40ο, 45ο, 50ο, 55ο, 60ο

Β

∆

Ε

Γ

Ζ

Α

Θ

Η
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Στο σχήµα της σελ. 4, φέρω ∆Α τέµνει τον κύκλο A(R) στο σηµείο Ι.

Εφαρµογή του τρόπου της σελ. 4 στη λύση του
Αρχιµήδη (που αφορά την τριχοτόµηση

της γωνίας των 30o)
µε βάση την Τριγωνοµετρία

και το συµπέρασµα της σελ. 5
ο Αρχιµήδης αποδείκνυε, ότι:

Προεκτείνω ΑΘ και ΙΓ, τέµνονται στο σηµείο Κ.

Φέρω κύκλο Γ(R) τέµνει την ΑΚ στο σηµείο Λ. Γ2=30ο εξ ορισµού.

Έχω ΑΕ//ΙΚ Άρα Α1=Κ=10ο άρα Κ= Γ2

Μένει ν’ αποδείξουµε ότι ΛΚ=R. Φέρω ΛΓ. δηµιουργούνται τα ΑΓΛ και ΓΛΚ.

Το ΑΓΛ είναι ισοσκελές άρα Α2=Λ1=20ο. Εποµένως Λ2=160ο

Στο ΓΛΚ έχω Λ2=160ο Κ=10ο Άρα Γ1=10ο

Οι Γ1 και Κ είναι παρά τη βάσει γωνίες το ΓΛΚ.

Άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές. Εποµένως ΓΛ=ΛΚ=R

Αρκεί λοιπόν να προεκτείνουµε τις ΑΘ και ΙΓ έως ότου συναντηθούν για να έχουµε ΛΚ=R

1
3

Γ2
1
3Κ= εφ’ όσον ΛΚ=R

Β

∆

Ε

Λ

K

Γ

Ζ

Ι

Α

Θ

Η
K

1

2

2

1

1

2
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Α

Β

Ε
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Ζ

Γ

Η

x΄x

Τελειώνοντας θ’ αναφερθώ στην προσπάθεια  λύσης

του ∆ήλιου προβλήµατος µε βάση τους παραπάνω υπολο-

γισµούς, χρησιµοποιώντας το ΠΥΘΑΓΟΡΕΙΟ ΘΕΩΡΗΜΑ

∆ΗΛΙΟ

ΑΧ τυχόν ευθύγραµµο τµήµα

Φέρω κύκλο Α(AX). O κύβος µε ακµή ΑΧ=R έχει όγκο R3

Άρα πρέπει να κατασκευάσουµε ένα κύβο µε όγκο 2R3

15ο
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Ορίζω ΒΑ∆=15ο Στο ΒΑΕ ορθογώνιο έχω ΒΕ=0,258819R και ΑΕ=0,9659258R

(ΠΥΘΑΓΟΡΕΙΟ ΘΕΩΡΗΜΑ σελ. 2)

Άρα Ε∆=Α∆-ΑΕ

Χωρίζω την Ε∆ σε τέσσερα ίσα µέρη. 

Ορίζω ΕΖ=

Φέρω ΒΖ. ∆ηµιουργείται το ΒΕΖ ορθογώνιο, όπου

ΒΕ=0,258819R και ΕΖ=0,0255555R. Εποµένως

ΒΖ2=ΒΕ2+ΕΖ2

Ορίζω ∆Η=ΒΖ   Άρα ΑΗ=Α∆+∆Η

Ο κύβος µε ακµή ΑΗ έχει όγκο ΑΗ3=2,0007436R3

To 430 π.Χ., πιστεύω, ότι δεν απασχολούσε τους κατοίκους της ∆ήλου η διαφορά των επτά

δεκάκις χιλιοστών.

Όσον αφορά την κατασκευή του διπλάσιου σε όγκο βωµού, αρκεί να έπαιρναν σαν ακτίνα 

του κύκλου την ακµή του υπάρχοντος βωµού.

Ε∆=0,0340742R

0,0085185R

ΒΖ=0,2600772R (Α∆=R)

ΕΖ=0,0255555R

ΑΗ=1,2600772R

Ε∆
4

Ε∆3
4


